4 VIKTIGE TEOREMER FOR TREKANTER.

Alle disse setningene er inkludert i geometri-avsnittene i R1 og gar der under
fellesbetegnelsen "Skjeeringssetningene".

THEOREM A:

Halveringsstralene for de tre vinklene
i en trekant har et felles skjeeringspunkt.

TEOREM B:

Midtnormalene pa de tre sidene i en
trekant har et felles skjeeringspunkt.

TEOREM C:

De tre hgydene i en trekant har et
felles skjeeringspunkt.

TEOREM D: "

De tre medianene i en trekant har
et felles skjeeringspunkt.

— —
(M, N, O er midtpunkter pa de tre sidene og medianene er linjene AN, BO
“—
og CM).



BEVIS FOR TEOREM A:
Vi trenger her fglgende resultat
TEOREM 4.3.6 (s. 80, VENEMA).

La P vare et indre punkt i ZBAC. Da ligger P pa vinkelhalveringsstralen
til denne vinkelen hvis og bare hvis

—

d(P, AB) = d(P, AC).

Vi beviser fgrst at to vinkelhalveringsstraler skjaerer
hverandre. Siden vinkelhalveringsstraler er indre straler,
folger det fra Crossbar-teoremet at vinkelhalveringsstralen

til ZBAC skjzrer BC i et punkt D s.a. Bx D xC.

Likeledes vil vinkelhalveringsstralen til ZABC skjaere AC

i et punkt E. Crossbar-teoremet anvendt pa AABFE gir da at

—k -
AD skjerer BE i et punkt S s.a. B*S % E. Altsa har vi:

ADNBE = {S).

Ut fra "bare hvis" i teorem 4.3.6 fglger:

A
d(S, AB) = d(S, AC) og d(S, BC) = d(S, AB)

«— «—
Dette gir: d(S AC) = d(S, BC). Fra "hvis" i Teorem 4.3.6 har vi derfor at
S ligger pa vinkelhalveringsstralen til ZBCA. O

KOROLLAR:

En sirkel med sentrum i S og radius r = d(5, ;4—B+’) = d(S, BC) = d(S, bfi)
vil bergre (tangere) de tre sidene i trekanten AABC. (Denne sirkel betegnes
gjerne som den innskrevne sirkel til trekanten.)



BEVIS FOR TEOREM B:
Vi minner her om
TEOREM 4.3.7 (s. 80, VENEMA)

Hvis A # B vil punktet P ligge pa midtnormalen av AB hvis og bare hvis
PA = PB.

Vi pastar fgrst at de to midtnormalene ! og m

pa figuren skjeerer hverandre i et punkt S. o
Dersom I||m, fglger fra Teorem 5.1.7
(VENEMA, s. 108) at AB=BC eller AB Il BC.
Men dette er i strid med definisjonen <
av en trekant. Ut fra "bare hvis" i ovenstaende
A UB
1

teorem har vi:

SA=SBogSB=S5C

og folgelig ma SA = SC. Ut fra "hvis" fglger det da at S ligger pa midtnor-
malen for CA. O

KOROLLAR:

En sirkel med sentrum i S og radius

r=8SA=S8B=SC

vil g& gjennom de tre hjgrnene i AABC. (Denne sirkel kalles den omskrevne
sirkel til trekanten.) ¢ c R

BEVIS FOR TEOREM C

Her trekker vi tre linjer gjennom
de tre hjgrnene parallelle med A [ A
motstaende side i trekanten. Siden

disse linjene ikke kan veere parallelle

(igjen ut fra Teorem 5.1.7), far vi en

ny trekant: AA"_Bi’ C’'. Vi pastar A

na at hgyden CF er midtnormal pa siden B’C’ i den store trekanten. At
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CF 1 B'C' er klart ut fra det faktum at CF L AB og AB || BC. (Teorem
5.1.6, s. 108). Videre innsees at CC' = CB' siden C'C = AB og AB = CB’
ut fra egenskaper ved parallellogramer; (Teorem 5.1.10(2), s. 108). Analogt
bevises at C'A = AA’ og A’'B = BB’. Siden midtnormalene pa sidene i
AA'B'C’' har et felles skjeeringspunkt i fplge Teorem B er pastanden bevist.
O

BEVIS FOR TEOREM D:

Siden D er midtpunktet pa BC vil B % D * C,
_’
og folgelig er AD en indre strale i Z/BAC.
— — — .
Siden C € AC og F' €AB, ma AD skjere FC
i et indre punkt G i fglge Crossbar-teoremet.

(Teorem 3.5.2, s. 56). Vi trekker sa en linje {
gjennom E og en linje n gjennom F s.a. [||m og

n||m, m =AD. Ut fra MAIVT (Teorem 4.7.1) blir AT

ACEH ~ ACAD og AFBI ~ AABD.

Fundamentalteoremet for formlike trekanter (TEOREM 5.3.1, s. 112) gir da:

C’D_C'A_2 BD_BA_2

CH CE — BI BF
Altsaer: CH = HD = DI = IB. Siden l||m og m||n fzlger ved et tilsvarende
argument at CG = 2GF. Altsa deles medianen C'F' av den andre medianen
AD iforhodet 2:1. Men det samme resultat oppnas om vi studerer skjeeringen

mellom medianene CF og BE. Altsa ma G veere felles skjeeringspunkt for
de tre medianene i AABC. De deler dessuten hverandre i forholdet 2:1. O

GJELDER TEOREMENE OVENFOR I NOYTRAL GEOMETRI
ELLER BARE I EUKLIDSK GEOMETRI?

TEOREM A:

I dette beviset benyttes Teorem 3.5.2 og Teorem 4.3.6 som begge er gyldige
innenfor ngytral geometri. Altsa er dette et resultat innenfor ngytral ge-
ometri.



TEOREM B:

Her benyttes Teorem 5.1.7 som er et resultat innenfor euklidsk geometri. I og
for seg utelukker ikke dette at vart teorem var et resultat som kunne bevises
uten & trekke inn Teorem 5.1.7, og da kanskje var et teorem innenfor ngytral
geometri. Men vi skal senere i kurset gi et eksempel innenfor hyperbolsk geo-
metri der to midtnormaler ikke skjeerer hverandre. Altsa er dette et teorem
som ikke holder i ngytral geometri.

TEOREMENE C og D.

I tillegg til at Teorem C bygger pa Teorem B og dessuten bygger pa Teo-
rem 5.1.7 synes det klart at dette er et resultat innenfor euklidsk geometri.
Teorem D bygger ogsé i sterk grad pa euklidsk geometri.



